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第3讲 一次函数与轴对称综合

一、 一次函数与等腰三角形综合

两圆一线

前提：“两定一动”型等腰三角形可借助“两圆一线”定性分析：

如图，使 构成等腰三角形的点 必在“两圆一线”上，

①所谓两圆，即分别以点 为圆心，线段 的长为半径作圆，对

应以 为 的两种情形；

②所谓一线，即线段 的 ，对应以 为 的一种情形；

此“两圆一线”上除不能构成三角形的点外，皆为所求点 ．

代数法

前提：该三角形三边的平方为常数或者关于某个参数的二次式；

步骤：

①写出或设出三角形三个顶点的坐标；

②利用 （或 ），计算三角形三条边长的平方；

③由等腰三角形的三边长（的平方）可以两两相等，需分 ，列方程求解；

④ 求出的点是否符合题意，即是否能构成三角形．
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例题1

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

（ 4 ）

1. 在平面直角坐标系中，点 、 ．

在 轴上找一点 ，使得 是以 为腰的等腰三角形，则满足条件的点 有几个．

在坐标轴上找一点 ，使得 是以 为腰的等腰三角形，则满足条件的点 有几个．

在坐标轴上找一点 ，使得 是等腰三角形，则满足条件的点 有几个．

在 上找一点 ，使得 是等腰三角形，则满足条件的点 有几个．

练习1

2. 直线 与两坐标轴分别交于 、 两点，点 在坐标轴上，若 为等腰三角形，则满足

条件的点 最多有            个．
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例题2

图

（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

3. 如图 ，在平面直角坐标系中，一次函数 的图象与 轴， 轴分别交于点 ，点 ，过点

作 轴，垂足为点 ，过点 作 轴，垂足为点 ，两条垂线相交于点 ．

线段 ， ， 的长分别为：

            ，             ，             ;

折叠 ，使点 与点 重合，再将折叠后的图形展开，折痕 交 于点 ，交 于

点 ，连接 ，如图 ．

图
点 的坐标；

在 轴上，否存在点 ，使得 为等腰三角形．若存在，请直接写出符合条件的

所有点 的坐标；若不存在，请说明理由．

练习2

4. 直线 与 轴、 轴分别交于点 和点 ，在 轴上取点 ，使 为等腰三角形，则点

的坐标是            ．
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

5. 如图所示，直线 与 轴， 轴分别交于点 ， ，且 ， 为直线 上一动点．

求点 的坐标和 的值．

当 的面积是 时，求点 在第一象限的坐标．

在（ ）的条件下，在 轴上是否存在一点 ，使 是等腰三角形？若存在，请直接写出

满足条件的所有点 的坐标；若不存在，请说明理由．
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二、 一次函数与最短路径综合

线段和  最小值

线段差 最大值

线段差 最小值

三角形周长最小值
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四边形周长最小值

过河问题

过河最短距离、定长问题

“一定两动”型

例题3

6. 如图，在平面直角坐标系中， ， ， 为 轴上一动点，则 最小时点 的坐

标为            ．
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练习3

（ 1 ）

（ 2 ）

7. 如图，菱形四边形 中， ， ， ．

点 的坐标为            ．

点 ，若 为 上一动点，当 取最小值时，点 的坐标为            ．

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

8. 如图，在平面直角坐标系中，一次函数 的图象与一次函数 的图象相交于点

，一次函数 的图象交 轴负半轴于点 ，交 轴正半轴于点 ．

根据图象直接回答，不等式 的解集．

如果 ，请写出 的面积．

在 轴是否存在一点 ，使 的值最小？若存在，请求出此时点 的坐标．
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例题4

9. 在直角坐标系中，有点 ， ，点 在 轴上且使得 最大，求 点坐标．

练习4

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

10. 正方形 的边长为 ，其中 、 分别在 轴和 轴上，如图 所示，直线 经过 、 两点．

图

若点 是直线 上的一点，当 的面积是 时，请求出点 的坐标．

如图 ，坐标系 内有一点 ，点 是直线 上的一个动点，请求出 的最小

值和此时点 的坐标．

图

若点 和点 关于 轴对称，求出 的最大值，并求出此时点 的坐标．



9

例题5

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

11. 如图，直线 分别与 轴、 轴交于 、 两点．

x

y

O

求 、 两点的坐标．

已知点 坐标为 ，设点 关于直线 的对称点为 ，请直接写出点 的坐标．

请在直线 和 轴上分别找一点 、 使 的周长最短，在平面直角坐标系中作出图

形，并求出点 的坐标．
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练习5

（ 1 ）

（ 2 ）

12. 一次函数 的图象与 、 轴分别交于点 ， ， 为坐标原点．

设 、 的中点分别为 、 ， 为 上一动点，求 的最小值，并求此时 点

的坐标．

设 的中点为 ， 、 分别为 、 上的动点，求 周长的最小值，并求此时

、 两点的坐标．

例题6

13. 如图，在平面直角坐标系中，有点 ， ， ， ， 的

值最小时，求直线 的解析式及 ， 的值，并求出最小值．
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练习6

（ 1 ）

（ 2 ）

14. 按要求解答问题：

如图(1)，点 的坐标为 ，使 的周长最小，求 的值和 的周长最小值．

x

y

O

 如图(2)，在 轴上有一点 ，在 轴上有一点 ，使 值最小，求直线 的

解析式及点 坐标和 的最小值．

x

y

O

，
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例题7

15. 如图，平面直角坐标系中，已知点 的坐标为 ，点 的坐标为 时，在 轴上另取两点

， ，且 ．线段 在 轴上平移，线段 平移至何处时，四边形 的周长最小？求出

此时点 的坐标．

练习7

（ 1 ）

（ 2 ）

16. 在平面直角坐标系中， 两点的坐标分别为 ， ．

若点 的坐标为 ，当             时， 的周长最短．

若点 的坐标分别为 、 ，则当             时，四边形 的周长最短．
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

（ 4 ）

17. 如图，在平面直角坐标系中，正方形 的顶点 在坐标原点，顶点 、 分别在 轴、 轴的正

半轴上，边长为 ，点 是边 的中点，点 是边 的中点．

正方形 的对角线 的长为            ； 的长为            ．

直线 的解析式为            ．

求直线 与直线 的交点坐标．

若点 、 是直线 上的两个动点，且 点的纵坐标大于 点的纵坐标， ．当

四边形 的周长最小时，求点 的坐标，并求出此时四边形 的周长．

例题8

18. 如图所示，已知点 ，直线 与两坐标轴分别交于 ， 两点， ， 分别是线段

， 上的动点，则 的最小值是            ．
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练习8

（ 1 ）

（ 2 ）

19. 在 中， ， ， ，以 为原点， 所在的直线为 轴，

建立如图所示的直角坐标系，点 的坐标为 ，点 为斜边 上的一个动点，当 取

最小值时．

在图中确定点 的位置，并保留作图痕迹（不要求尺规作图）．

求出 的最小值．


